Bolyai Janos élete és geometriaja

A gorbiilt fizikai terek geometridjanak problémajat a relativitdselmélet vetette fel. A gorbiilt tér
elméleti matematikai lehetdségét azonban mar évtizedekkel korabban csaknem egyszerre felfedezte
harom zsenialis matematikus, a magyar Bolyai Janos, a német Johann Carl Friedrich Gauss €s az
orosz Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij.

Két évszazaddal ezel6tt a geometria fogalma még azonos volt az Eukleidész altal kidolgozott
klasszikus, euklideszi geometriaval. E geometria V. axiomaja két évezreden keresztiil vita targyat
képezte. Ez az axidma azt mondta ki, hogy ha van egy egyenes, €s rajta kiviil egy pont, akkor erre a
pontra egy €s csakis egy olyan egyenes fektethetd, amely parhuzamos az adott egyenessel.

Bar e tétel helyességét altalaban nem vitattak, tovabbra is kérdés maradt, hogy ez valoban
axidma-e, vagy olyan tétel, amely a tobbi axidmabol levezethetd. Ez a kérdés, vagyis a ,paralellak
problémaja” két évszazaddal ezeldtt még megoldatlan volt.

Az emlitett harom matematikus az 1820-30-as években azt a fajta geometriat fedezte fel,
amelyben a nevezetes V. axidma nem €rvényes. Mas szoval: felismerték, hogy elvileg létezhet
gorbiilt homogén izotrdp tér. Ezt a fajta teret ma hiperbolikusan gorbiilt térnek nevezik.

Neéhany évtizeddel késdbb, 1854-ben Georg Friedrich Bernhard Riemann publikalta egy masik
fajta gorbiilt tér, mégpedig a szférikusan illetve elliptikusan gorbiil tér elméleti lehetdséget. Mig a
Bolyai—Gauss—Lobacsevszkij térben az egyenes melletti pontra nemcsak egyetlen parhuzamos
fektethetd, addig a Riemann térben erre a pontra egyaltaldn nem fektethetdé parhuzamos egyenes.

Bolyai Janos élete

Bolyai Janos 1802. dec. 15-én sziiletett Kolozsvarott. Apja, a matematikus Bolyai Farkas ekkor
27 éves volt.

Bolyai Janos kitind szellemi képességei mar kisgyerekként megmutatkoztak. Hat éves koraban
megtanult olvasni, hétéves koraban hegediilni, 10 évesen vondsnégyesekben elsé hegediis volt, és
15 éves koraban osztalyelsoként érettségizett Marosvasarhelyen.

Apja Gottingenbe szerette volna kiildeni, hogy a vilaghirti matematikus Gauss tanitvanya
lehessen, ez a terve azonban meghitsult. Késdbb Bécsbe, a Csaszari és Kiralyi Mérnokakadémiara
iratkozott be, ahol hadmérndki oklevelet szerzett, é¢s 1823. szeptemberben Temesvaron alhadnagyi
rangban megkezdte katonai palyafutasat.

1832-ben masodosztalyl kapitannyé (szdzadossa) léptették eld, amde nem sokkal késébb, 1833-
ban rossz egészségi allapota miatt ,,félrokkantként” a hadseregtdl nyugallomanyba helyezték. Ekkor
Marosvasarhelyre koltozott.

Innen 1834-ben élettarsaval — késObbi feleségével — atkoltozott apja birtokara, Domandra, és
kiilonféle matematikai problémakon dolgozott. 1846-ban visszakoltozott Marosvasarhelyre, ahol
azonban az ,,inzsenér kapitanyt” valamiféle habdkos kiiloncnek tartotta az uri tarsasag.

Bolyai Janos 1860-ban halt meg Marosvasarhelyen tiidégyulladasban, szinte mindenkitdl
elfeledve, €s itt is temették el a reformatus egyhaz szertartdsa szerint. A temetésén a katonai kiséret
mellett mindéssze harom ember jelent meg.

Bolyai Janos a ,,paralellak” problémdjaval 18 évesen kezdett foglalkozni, errél azonban apja
igyekezett lebeszélni. A nem euklideszi geometria 6tlete 1823-ban mertilt fel benne. Ettol kezdve
egyre alaposabban kidolgozta az elmélet részleteit. Az ezt bemutatd miive, az Appendix, 1832-ben
jelent meg, fliggelekként apja Tentamen c. két kotetes matematikai miivéhez.

A mi az Akadémia (akkori nevén: Tudds Tarsasag) konyvtaraba is bekeriilt, de vagy nem
olvastdk el a tudosok, vagy nem értették meg, mert 1844-ben palyazatot irtak ki ugyanennek a
problémanak megoldésara.

Még a konyv megjelenése eldtt apjat, Bolyai Farkast akadémiai levelezd tagga valasztottdk. Fia,
Bolyai Janos professzori cimet sem kapott.



Bolyai Janos geometridja

Bolyai a parhuzamossag fogalmat félegyenesekre értelmezte. Eszerint két félegyenes akkor
parhuzamos, ha azok egy sikban fekszenek és folyamatosan kdzelednek egymashoz, de egymast
soha el nem ¢érik. Bolyai jellegzetes szemlélteto rajza az 1. abrdn lathato.
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1. abra

Az abran a parhuzamos AN ¢és BM fé¢legyeneseken elhelyezkedd C és P pontok un.
korrespondalo pontok, mivel az ezeket 6sszekotd egyenes szakasz mindkét félegyenessel azonos a
belsd szdget, un. ,,parhuzamossagi szoget” zar be. Bolyai szerint az un. izogonalis megfeleltetés
elve szerint két parhuzamos félegyenes esetén ezek barmelyikén barmelyik ponthoz
hozzarendelhetd a masik félegyenesen egy €s csakis egy korrespondald pont.

Bolyai geometridjaban fontos szerepet jatszik a paraszféra és a paraciklus fogalma.

A paraszféra valamely AN félegyenes tetszdleges C pontjahoz tartozo6 olyan feliilet, amely az
AN félegyenessel parhuzamos valamennyi félegyenes C-vel korrespondald pontjainak halmaza. Az
AN félegyenes a paraszféra ,tengelye”, ugyanakkor elvileg tengely lehet barmelyik masik
parhuzamos félegyenes is, mivel a paraszféra barmely tengelyére nézve 6nmagaval egybevago.

Definici6 szerint a paraciklus olyan vonal, amelyet tigy kapunk, hogy a paraszférat metssziik a
paraszféra két tetszOleges tengelye altal meghatarozott sikkal.

Bolyai kimutatta, hogy ha az igy definialt paraciklust barmelyik tengelye koriil megforgatjuk, az
végigsurolja a teljes paraszfeérat.
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2. dbra

Bolyai geometridja tehat a hiperbolikusan gorbiilt homogén izotrop térben elhelyezkedd
félegyenesek, paraszférak €s paraciklusok geometridja.

Felvethetd a kérdés, hogy ha a tér gorbiilt, mekkora a gorbiiltsége. Bolyai erre vonatkozdan
definialt egy k paramétert, amely a gorbiiltség mértékére jellemz6. Minél kisebb a k paraméter,
annal gorbiiltebb a tér.

Bolyai definicidja szerint a k paraméter annak a paraciklus ivszakasznak a fél-hossza, amelyhez
0=45 fok parhuzamossagi szog tartozik. E definicié magyarazata a kdvetkezo:

Az 1. és 2. abrak szerint, ha a két parhuzamos félegyenes korrespondald pontjait 6sszekdté CP
egyenes szakaszt a félegyenesek N ill. M végtelen pontjainak iranyaba elmozditjuk, akkor az
abrakon feltiintetett a bels6 szog tart a derékszoghdz. Ha pedig a CP egyenes szakaszt ellenkezd
iranyba mozgatjuk, az a bels6 sz0g egyre nagyobb lesz.



Mozgassuk ezt a szakaszt oda, ahol az a belsd szog éppen 45 fok, és kossiik 6ssze a C és P
pontokat a 2. dbra szerint egy olyan paraciklus ivvel, amely olyan paraszféran fekszik, amelynek
az AN és BM félegyenesek a tengelyei. A k paraméter ekkor a C és P pontokat 6sszekotd
paraciklus ivszakasz hosszanak a fele.

Bolyai megfogalmazott tobb olyan geometriai tételt, amelyekben a k paraméter szerepet jatszik,
¢s kimutatta, hogy ha a k paraméter tart a végtelenhez, akkor a k paramétert tartalmaz6 geometriai
képletek az euklideszi geometria 0sszefliggéseihez konvergalnak.

A Bolyai geometriaban a haromszog szogeinek 6sszege mindig kisebb, mint 180 fok, és a 180
foktol valo eltérés az un. defektus. Hasonloan, egy négyszog belsé szogeinek 6sszege mindig
kisebb, mint 360 fok, €s ez esetben is lehet definidlni egy fentihez hasonld defektust. Bolyai
kimutatta, hogy egy egyenld oldali haromszdg, vagy egy négyzet teriilete aranyos a defektussal és
az aranyossagi tényezo a k paraméter négyzete.

Bolyai szerint nehéz eldonteni, hogy a tér, amelyben €liink, gorbiilt-e, és ha igen, milyen
mértékben. Ennek méréssel vald meghatarozasa azonban csaknem lehetetlen, mivel a k paraméter
nagyon nagy, €s ezért a valdsagos tér majdnem euklideszi jellegii.

Bolyai szerint a kérdés megvalaszolasa a gravitacié vizsgalataval volna lehetséges, mivel a
gravitacios erd forditva ardnyos annak a gdmbnek a felszinével, amelynek a sugara megegyezik az
egymast vonzo testek kozotti tavolsaggal. A hiperbolikus geometriaban pedig a gdmbok felszine
ugy aranylik egymdshoz, mint a fokoriik keriiletének négyzete.

Ebben a vonatkozasban Bolyai Janos a korat meghaladd zsenialis megérzést mondott ki. Albert
Einstein volt az, aki csaknem egy évszazaddal késObb bebizonyitotta, hogy a térnek tényleg lehet
gorbiiltsége, €s a gorbiilet kapcsolatban van a nagy tomegi égitestek gravitacios hatdsaval.
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